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反潜航空深弹命中概率的优化问题 

摘要 

应用深水炸弹（简称深弹）反潜，曾是二战时期反潜的重要手段，随着现代军事技

术的发展，鱼雷逐渐替代深弹成为现代反潜的主要武器。但在海峡等海底地形较为复杂

的海域，由于价格低等优点，仍有一些国家在研究和使用深弹。本文针对投弹命中概率

大小，以平面坐标系和深度来建立不同的投弹方案，探究使命中概率最大的方案。 

针对问题一，由条件可知，潜艇中心位置深度定位没有误差，且两水平定位的误差

相互独立且服从相同的正态分布，可得两水平坐标联合概率密度函数。为探究最大投弹

命中概率与投弹落点平面坐标 ( , )t s 及定深引信引爆深度 d 的关系，本问以 ( , , )t s d 作为决

策变量，根据定深引信引爆深度 d 与潜艇中心位置深度定位值 0h 的不同关系分别讨论 5

种情形，得到每种情形的命中概率表达式，最终得出投弹命中概率与投弹落点坐标及引

爆深度的一般关系，分析得到当
0 0

1 1

2 2
h H d h H−   + 时，才可能有概率最大的投弹方

案，此时获得投弹最大命中概率与投弹落点平面坐标的关系 ( , )p t s 。结论：1. 投弹命中

概率最大的方案为定深引信引爆深度 d 设定在潜艇上表面深度和下表面深度之间，投弹

落点水平坐标在(0,0), 投弹落点水平坐标为“看哪打哪”。2.投弹命中概率与潜艇航向无

关。3.对于所给参数值，运用 Matlab 软件计算得出最大概率 (0,0) 0.0837=p 。 

针对问题二，在问题一的基础上，增加考虑潜艇中心位置的深度定位误差问题。因

为深度方向误差与水平方向误差相互独立，所以问题一中所求的使得投弹命中概率最大

的投弹方案中水平方向“看哪打哪”投弹方案仍成立。接下来，根据定深引信引爆深度

d 与潜艇中心实际深度最小值 l 的相对位置可建立 5 种情形：先以情形(5)为例进行具体

说明，根据潜艇深度 z 不同，在问题一的分析基础上，得到情形(5)的命中概率表达式。

同理，依次得出其余 4 种情形命中概率表达式，即可获得完整的投弹命中概率表达式

( ; )P A d 。对于所给参数值，通过数值计算得：当定深引信引爆深度为 157.56，投弹命中

概率最大，最大命中概率为 0.0586。 

针对问题三，在问题一和问题二的基础上，我们得到当 2 , 2a L R b W R= + = + 时，命

中潜艇的概率与 d 的关系式。由 matlab 程序求得当 157.50d = 时潜艇被命中的概率最大，

潜艇被命中的最大概率为 0.3232.  
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一、 问题重述 

1.1  问题背景 

应用深水炸弹（简称深弹），是二战时期反潜的重要手段，随着现代军事技术的发

展，鱼雷逐渐成为现代反潜作战的主要武器，但在海峡或浅海等海底地形较为复杂的海

域，由于价格较低、抗干扰能力强等，深弹在一些国家仍在研究和使用。 

反潜飞机攻击水下目标前，先由侦察飞机通过电子侦察设备发现水下潜艇目标的大

致位置，然后派遣反潜飞机前来攻击。当潜艇发现被电子设备跟踪时，通常会立即关闭

电子设备及发动机，采取静默方式就地隐蔽。 

在一定条件下，反潜攻击方可知潜艇航向，由于存在定位误差，潜艇中心实际位置

的3个坐标为相互独立的随机变量。潜艇主体部分简化为长方体，深弹在水中垂直下降。

深弹采用双引信（触发引信+定深引信）引爆，定深引信预先设定引爆深度，深弹在海水

中的最大杀伤距离称为杀伤半径。 

深弹满足以下情形之一，视为命中潜艇： 

(1) 航空深弹落点在目标平面尺度范围内，且引爆深度位于潜艇上表面的下方，由

触发引信引爆； 

(2) 航空深弹落点在目标平面尺度范围内，且引爆深度位于潜艇上表面的上方，同

时潜艇在深弹的杀伤范围内，由定深引信引爆； 

(3) 航空深弹落点在目标平面尺度范围外，则到达引爆深度时，由定深引信引爆，

且此时潜艇在深弹的杀伤范围内。 

1.2  问题提出 

问题一：投射一枚深弹，潜艇中心位置深度已知且无误差，两个水平坐标定位均服

从正态分布 ( )20 ， 。文中给出了潜艇长 100m、宽 20m、高 25m、深弹最大杀伤半径

20m 等具体数值条件，要求分析投弹的最大命中概率与投弹落点平面坐标及定深引信引

爆深度之间的关系，并且得出使投弹命中概率最大的投弹方案，以及相应的最大命中概

率表达式。 

问题二：仍投射一枚深弹，但潜艇中心位置各方向的定位均有误差。潜艇中心位置

深度定位值Z 服从单边截尾正态分布，标准差为 40m，实际深度最小值为 120m，其他

参数同问题一，给出投弹命中概率表达式，并设计定深引信的引爆深度，使得投弹命中

概率最大。 

问题三：由于单枚深弹命中率较低，为增强杀伤效果，通常需要投掷多枚深弹。设

一架反潜飞机可携带 9 枚航空深弹，所有深弹定深引信引爆深度相同，投弹落点于平面

上呈现阵列分布。在问题 1，2 前提下，设计投弹方案，包括引爆深度及落点之间平面

间隔，使投弹命中概率最大（投弹命中指至少一枚深弹命中潜艇）。 

二、 问题分析 

问题一：根据题目条件可知，潜艇中心位置的深度定位没有误差，两个水平坐标定

位均服从正态分布。为探究最大投弹命中概率与投弹落点平面坐标及定深引信引爆深度

的一般关系，本问以投弹落点坐标 ( ), ,t s d   作为决策变量，根据定深引信引爆深度 d 与

潜艇中心位置深度定位值 0h 的不同关系分别讨论了 5 种情形，得到每种情形投弹的命中

概率表达式，最终得出投弹命中概率与投弹落点坐标及引爆深度的一般关系；之后根据

前面的分析，得出投弹最大命中概率方案的结论，并且利用引理 1 的正态分布分析，累
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次积分表达式的改写等方法，证明结论的正确性，并且得出投弹命中概率最大的投弹方

案与命中最大概率的表达式，同时求出最大概率 p  

问题二：与问题一不同，问题二在潜艇中心的深度方向上也存在误差，但由于深度

方向的误差与水平方向上的误差相互独立，所以问题一中所得到的水平方向方案仍然成

立。接下来根据定深引信引爆深度 d 与潜艇中心位置实际深度最小值 l 的相对位置进行

5种情形讨论，以情形(5)为例具体说明，进行与第一问类似的求解方式解其 5种不同情

况的命中概率表达式，相加得到情形(5)的命中概率表达式。其余 4 种情形同理，最终

将 5 种情形的命中概率表达式进行总结，得到最终投弹命中的概率表达式。通过计算，

可得到投弹命中概率的最大值以及对应的定深引信引爆深度。 

问题三：多枚深弹同时投掷，至少有一枚或多枚深弹的落点在潜艇的水平范围内，

参数与问题一、二相同。九枚深弹引爆深度相同，落点平面坐标呈阵列分布。在建立模

型时，以最大化投中概率为优化目标。考虑定深引信引爆深度与阵列间隔，对于间隔的

处理方法与问题一类似，定深引信引爆深度考虑方法与问题二相近，建出总命中概率模

型，进行优化求解。 

三、 模型假设 

1.假设潜艇采取静默时，立即静止 

2.假设反潜攻击方在一定条件下知道潜艇航向 

3.假设深弹之间互不影响，不会引起连锁爆炸等情况 

 

四、 符号说明 

符号 含义 单位 

L  潜艇长度 m  

W  潜艇宽度 m  

H  潜艇高度 m  

t  深弹 x 轴坐标 m  

s  深弹 y 轴坐标 m  

d  深弹 z 轴坐标 m  

0h  潜艇中心位置深度定位值 m  

0h上  潜艇上表面深度定位值 m  

0h下  潜艇下表面深度定位值 m  

R  深弹最大杀伤范围半径 m  

r  与潜艇相交的截面半径 m  

l  潜艇中心位置实际深度最小值 m  

A  “成功命中潜艇”事件  

  积分区域  

 

 

五、 模型建立与求解 

5.1  问题一模型建立与求解 
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5.1.1 问题一模型建立 

以投弹落点平面坐标 ( , )t s 和定深引信引爆深度 d 为决策变量。在潜艇中心位置深度

的定位值 0h 无误差的假设下，根据 d 与 0h 的不同关系，分情形分析投弹落点 ( , )t s 能够命

中潜艇的范围，计算潜艇落入到被命中范围的概率。通过比较可以获得能够使得投弹命

中概率最大的引爆深度 d 的设定范围，进一步可以求得使得投弹命中概率最大的投弹落

点 ( , )t s 。将潜艇上表面深度记为
0h上，下表面深度记为

0h下 ,由题目可得 

00

1

2
h h H= −上 ， 

00

1

2
h h H+=下 . 

5.1.2.1 投弹命中概率与投弹落点坐标及设定引爆深度的一般关系 

在目标坐标系中，潜艇中心位置的水平位置定位坐标为 (0,0)，但由于测量误差，

潜艇实际水平位置坐标为二维随机变量 ( ),X Y ， ,X Y 相互独立且均服从正态分布

( )20 ， ，所以 ( ),X Y 服从二维正态分布 2 2(0 0 ,0)  ，， ， ，其联合概率密度函数

为：  

 ( )

2 2

22
2

1
,

2

x y

f x y e 



+
−

=  (1) 

 

根据 d 与 0h 的不同关系，分为以下五种情形进行分析：（1）深弹引爆深度 d 小于等

于潜艇上表面与最大杀伤半径的差值；（2）深弹引爆深度 d 小于潜艇上表面的深度，大

于上表面与最大杀伤半径的差值；（3）深弹引爆深度 d 设定在潜艇上表面深度和下表面

深度之间;（4）深弹深度 d 大于潜艇下表面，小于下表面与最大杀伤半径之和；（5）深

弹深度 d 大于潜艇下表面与最大杀伤半径之和。具体如下： 

 

（1）深弹引爆深度 d 小于等于潜艇上表面与最大杀伤半径的差值 

00

1

2
d h R h H R − = − −上  

此时，无论投弹落点 ( , )t s 在哪和潜艇实际水平位置 ( , )X Y 在哪，炸弹在达到引爆深

度 d 时便爆炸，引爆深度过低，杀伤半径无法触及到潜艇的上表面，命中概率： 

 ( , , ) 0p t s d =    

（2）深弹引爆深度 d 小于潜艇上表面的深度 00

1

2
= −h h H上 ，大于上表面与最大杀伤

半径的差值，即 

0 0h R d h−  上 上  

如图 1 所示 
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图1 情形二引爆深度 d 位置示意图 

 

此时，深弹杀伤范围与潜艇上表面所在平面相交产生截面，截面为圆盘，用杀伤

半径 R和上表面与深弹深度差值通过勾股定理可计算出截面圆盘的半径： 

 ( )
2

2

0r R h d= − −上
 (2) 

进而可得，截面圆盘的圆周投影到水平面的标准方程 

 ( ) ( ) ( )
22 2 2

0x t y s R h d− + − = − −上  (3) 

潜艇的上表面只要与截面圆盘有接触，潜艇即会被命中。在潜艇方位角为  时，

根据截面圆盘和潜艇会被命中的临界位置，可以获得潜艇会被命中范围为临界位置潜

艇中心点形成的包络线所围的区域 2 ：中心为 ( , )t s ，长侧的直线段长为 L，短侧的直

线段长为W ，四个“角”均为半径 ( )
2

2

0r R h d= − −上 的1/ 4的圆弧。 

如图 2 阴影部分所示 

 

图2 情形二可命中范围区域 2  

潜艇实际水平位置 ( ),X Y 落在 2 内的概率即为此时命中潜艇的概率: 

 ( )
2

, , ( , )p t s d f x y dxdy


=   (4) 

（3）深弹引爆深度 d 设定在潜艇上表面深度和下表面深度之间 

0 0h d h 上 下  

此时，如果潜艇的表面刚好在投弹点下方，深弹由触发引信引爆，潜艇被命中；

如果潜艇表面不在投弹点下方，深弹由定深引信引爆，当潜艇的侧面触及炸弹的最大
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杀伤范围，潜艇也被命中。深弹杀伤范围与深度 d 的水平面截面圆盘的半径为R ，截

面圆盘的圆周投影到水平面的标准方程 

 ( ) ( )
2 2 2x t y s R− + − =  (5) 

在潜艇方位角为 时，根据截面圆盘和潜艇会被命中的临界位置，可以获得潜艇会被

命中的范围为临界位置潜艇中心点形成的包络线所围的区域 3 ：中心为 ( , )t s ，长侧的

直线段长为 L，短侧的直线段长为W ，四个“角”均为半径为R 的1/ 4的圆弧。 

如图 3 阴影部分所示 

 

 

图3 情形三可命中范围区域 3  

 

潜艇实际水平位置 ( ),X Y 落在 3 内的概率即为此时命中潜艇的概率: 

 ( )
3

, , ( , )p t s d f x y dxdy


=   (6) 

（4）深弹深度 d 大于潜艇下表面，小于下表面与最大杀伤半径的和，即 

 

如图 4 所示 

0 0h d h R  +下 下  

 

图4 情形二引爆深度 d 位置示意图 

此时，如果潜艇的表面刚好在投弹点下方，深弹由触发引信引爆，潜艇被命中；

如果潜艇表面不在投弹点下方，深弹由定深引信引爆，当潜艇的下表面触及炸弹的最

大杀伤范围，潜艇也被命中。深弹杀伤范围与深度 0h下的水平面截面圆盘的半径为 

 ( )
2

2

0r R d h= − − 下
 (7) 

截面圆盘的圆周投影到水平面的标准方程 
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 ( ) ( ) ( )
22 2 2

0x t y s R d h− + −  − − 下  (8) 

在潜艇方位角为 时，根据截面圆盘和潜艇会被命中的临界位置，可以获得潜艇

会被命中的范围为临界位置潜艇中心点形成的包络线所围的区域
4 :中心为 ( , )t s ，长

侧的直线段长为 L，短侧的直线段长为W ，四个“角”均为半径为 ( )
2

2

0r R d h= − − 下

的1/ 4的圆弧。 

如图 5 阴影部分所示 

 

图5 情形四可命中范围区域 4  

潜艇实际水平位置 ( ),X Y 落在 4 内的概率即为此时命中潜艇的概率: 

 ( )
4

, , ( , )p t s d f x y dxdy


=   (9) 

（5）深弹深度 d 大于潜艇下表面与最大杀伤半径之和，即 

 
0d h R +下   

此时，只有当潜艇的表面刚好在投弹点下方，深弹由触发引信引爆，潜艇才能被命

中。在潜艇方位角为 时，潜艇会被命中的范围为一长方形区域 5 ：中心在 ( , )t s ，长为

L，宽为W 。 

如图 6 阴影部分所示 

 

图6 情形五可命中范围区域 5  
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潜艇实际水平位置 ( ),X Y 落在
5 内的概率即为此时命中潜艇的概率: 

 ( )
5

, , ( , )p t s d f x y dxdy


=   (10) 

综上，投弹命中概率与投弹落点坐标及设定引爆深度的一般关系为： 

 

 

( )

2

3

4

5

0

0 0

0 0

0 0

0

1
0, ,

2

1 1
( , ) , ,

2 2

1 1
( , ) , ,, , 2 2

1 1
( , ) , ,

2 2

1
( , ) , ,

2










 − −


 − −   −


 −   += 



+   + +



 + +










d h H R

f x y dxdy h H R d h H

f x y dxdy h H d h Hp t s d

f x y dxdy h H d h H R

f x y dxdy d h H R

 

其中 2 3 4 5, , ,    分别如图 2 、图 3 、图 5 与图 6 所示。 

 

5.1.2.2 投弹最大命中概率的方案及证明 

根据以上分析，可以得到如下结论： 

定理 1：对任意的水平投弹落点 ( , )t s ，当 0 0h d h 上 下时， ( ), ,p t s d 取得最大值 

 ( )
3

, ( , )p t s f x y dxdy


=   (11) 

其中 ( )

2 2

22
2

1
,

2




+
−

=

x y

f x y e ， 3 为中心为 ( , )t s ，长侧的直线段长为 L，短侧的直线段长

为W ，四个“角”均为半径为R 的1/ 4的圆弧区域（如图 3 ）。 

 

证明：首先，当 0 0h d h 上 下时， ( )
3

, , ( , )


= p t s d f x y dxdy关于 d 为正的常数值。分情

形讨论， 

①当 00

1

2
d h R h H R − = − −上 时，

3

( , ) ( , , ) 0


 = f x y dxdy p t s d ； 

 

②当 0 0h R d h−  上 上时，由于 ( )
2

2

0= − − r R h d R上 ， 3 2  (如图 7 )， 

 

3 2 3 2 2\

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , , )
    

= +  =   f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy p t s d ； 
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图7 可命中范围 2 与 3 的重叠图 

③当
0 0h d h R  +下 下 时，由于 ( )

2
2

0= − − r R d h R下 ， 3 4  ， 

 

3 4 3 4 4\

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , , )
    

= +  =   f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy p t s d ； 

 

④当
0d h R +下 时，由于 3 5  ， 

 

3 5 3 5 5\

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , , )
    

= +  =   f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy p t s d ， 

 

所以，对任意的水平投弹落点 ( , )t s ，当 0 0h d h 上 下时，取得最大值 ( ),p t s  

 ( )
3

, ( , )p t s f x y dxdy


=    

其中 3 如图 3 所示。 

证毕。 

结论 1：任意的水平投弹落点 ( , )t s ，使得投弹命中概率最大的投弹方案中设定定深

引信引爆深度 d 为定位的潜艇上、下表面深度之间。 

 

为解决投弹命中概率最大的投弹方案中投弹落点 ( , )t s 的问题，先介绍一下引理： 

引理 1：设函数

2

22( ) e d ( 0)
−+

−
= 

x
t m

t m
g t x m ，则当 0=t 时 ( )g t 取得最大值。 

 

2

22(0) e d

x
m

m
g x

−

−
=   (12) 

证明：对函数 ( )g t 求导得： 
2 2

2 2

( ) ( )

2 2'( ) e e 

+ −
− −

= −

t m t m

g t  

 

令 '( ) 0=g t 解得唯一极值点 0=t 即为最大值点，所以当 0=t 时 ( )g t 取得最大值 
2

22(0) e d
−

−
= 

x
m

m
g x. 

注：引理 1的几何意义如图 8 所示，即当定长度的积分区间的中点在原点时，积分

值最大。 
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图8 正态分布示意图 

在定深引信引爆深度 d 设定在最优范围内，可以得到最大命中概率与投弹落点平面

坐标 ( , )t s 的更具体的关系。 

定理 2：（最大命中概率与投弹落点平面坐标关系）对于
3

( , ) ( , )d d


= p t s f x y x y，其

中 ( , )f x y ， 3 为中心为 ( , )t s ，长侧的直线段长为 L，短侧的直线段长为W ，四个“角”

均为半径为R 的1/ 4的圆弧区域（如图 3 ）， 

 

2 2

2 2

' '
' ' ( ', ')

2 22
2 ' ( ', ')'

2

1
( , ) e ( e d ')d '

2

x yL
t R s m t x

L
s m t xt R

p t s y x 



− −+ + +

−− −
=    (13) 

或 

 

2 2

2 2

' '
' ' ( ', ')

2 22
2 ' ( ', ')'

2

1
( , ) e ( e d ')d ',

2

y xW
s R t n s y

W
t n s ys R

p t s x y 



− −+ + +

−− −
=    (14) 

 

其中 

2 2

2 2

( ) ' '
2 2 2 2

( ', ') ' '
2 2 2

( ) ' '
2 2 2 2

W L L L
R x t R x t

W L L
m t x R t x t

W L L L
R x t x t R


+ − − − −   −




= + −   +



− − − +   + +


，

，

，

 

 

2 2

2 2

( ) ' '
2 2 2 2

( ', ') ' '
2 2 2

( ) ' '
2 2 2 2

L W W W
R y s R y t

L W W
n s y R t y t

L W W W
R y t y t R


+ − − − −   −




= + −   +



− − − +   + +


，

，

，

 

 

' cos sin

' sin cos

 

 

    
=    

−    

t t

s s
. 
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证明：将图 3坐标系按逆时针旋转
2


 = − 得到新的坐标系，新的横轴用 'X 表示，

纵轴用 'Y 表示(如图 9 ) 

 

 

图9 旋转后新坐标系 

两个坐标系中坐标的对应关系式为： 

' cos sin

' sin cos

 

 

    
=    

−    

x x

y y
或

cos sin '

sin cos '

 

 

−    
=    

    

x x

y y
 

为方便观察，将新坐标系摆正如图 10 。 

 

图10 摆正后新坐标系 

原来的区域 3 在新的坐标系中对应的区域为 3
 ， 3

 的形状与 3 相同，中心点

( ', ')t s 与 ( , )t s 为： 

' cos sin

' sin cos

 

 

    
=    

−    

t t

s s
 

其他参数或边界曲线表达式如图 11 所示 
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图11 边界曲线表达式示意图 

可以改写为累次积分表达式 

 

3

3

2 2

2

3

2 2

2

2 2

2 2

' '

2
2

' '
' ' ( ', ')

22
2 ' ( ', ')'

2

' '

2 2
2 ' ( ', ')

( , ) ( , )d d

( 'cos 'sin , 'sin 'cos ) | | d 'd '

1
e d 'd '

2

1
( e d ')d '

2

1
e ( e d ')d '

2

x y

x yL
t R s m t x

L
s m t xt R

x y

s m t x

p t s f x y x y

f x y x y J x y

x y

y x

y x





 

   











+
−



+
−+ + +

−− −

− −

−

=

= − +

=

=

=







 

' ' ( ', ')
2

'
2

L
t R s m t x

L
t R

+ + +

− − 

 (15) 

 

其中

2 2

2 2

( ) ' '
2 2 2 2

( ', ') ' '
2 2 2

( ) ' '
2 2 2 2

W L L L
R x t R x t

W L L
m t x R t x t

W L L L
R x t x t R


+ − − − −   −




= + −   +



− − − +   + +


，

，

，

 

同理，若先对 'x 后对 'y 积分得： 

 

 

2 2

2

2 2

2 2

' '
' ' ( ', ')

22
2 ' ( ', ')'

2

' '
' ' ( ', ')

2 22
2 ' ( ', ')'

2

1
( , ) ( e d ')d '

2

1
e ( e d ')d '

2

x yW
s R t n s y

W
t n s ys R

y xW
s R t n s y

W
t n s ys R

p t s x y

x y



 





+
−+ + +

−− −

− −+ + +

−− −

=

=

 

 

 (16) 
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其中

2 2

2 2

( ) ' '
2 2 2 2

( ', ') ' '
2 2 2

( ) ' '
2 2 2 2

L W W W
R y s R y t

L W W
n s y R t y t

L W W W
R y t y t R


+ − − − −   −




= + −   +



− − − +   + +


，

，

，

 

证毕。 

定理 3：（最大命中概率表达式） ( , )p t s 在 (0,0)取得最大值，且最大值表达式为 

 

 

2 2
2 2

2

2 2

2 2

2

2 2
2 2

2

2 2

( )
2 2 22

2
( )

2 2 2

22 2

2 2

( )
2 2 22

( )
2 2 2

1
(0,0) ( d e d

2

d e d

d e d ).

x yW LL
R x

L W LR R x

x yL W
R

L W
R

x yW LL
R xR

L W L
R x

p x y

x y

x y









+
−+ − +−

− − − − − +

+
−+

− − −

+
−+ − −+

− − − −

=

+

+

 

 

 

 (17) 

证明：由引理 1得

2

2

'
' ( ', ')

2

' ( ', ')
( ') e d '

−+

−
= 

y
s m t x

s m t x
g s y 的最大值为

2

2

'
( ', ')

2

( ', ')
(0) e d '

−

−
= 

y
m t x

m t x
g y ， 

又由积分保号性可知 
2 2

2 2

' '
' ( ', ')

2 22
2 ( ', ')'

2

1
( , ) (e e d ')d '

2
 



− −+ +

−− −
  

x yL
t R m t x

L
m t xt R

p t s y x  

且当 ' 0=s 时等号成立. 

    改写积分次序， 
2 2

2

2 2

2 2

' '
' ' ( ', ')

22
2 ' ( ', ')'

2

' '
' ' ( ', ')

2 22
2 ' ( ', ')'

2

1
( , ) ( e d ')d '

2

1
e ( e d ')d ',

2



 





+
−+ + +

−− −

− −+ + +

−− −

=

=

 

 

x yW
s R t n s y

W
t n s ys R

y xW
s R t n s y

W
t n s ys R

p t s x y

x y

 

同理， 
2 2

2 2

' '
( ', ')

2 22
2 ( ', ')

2

1
( , ) e ( e d ')d '

2
 



− −+

−− −
  

y xW
R n s y

W
n s yR

p t s x y  

且当 ' 0=t 时等号成立. 

综上，当 ' 0=s ， ' 0=t 时，即 

' cos sin 0

' sin cos 0

 

 

      
= =      

−      

t t

s s
 

也即 0, 0= =t s 时， ( , )p t s 取最大值 
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2 2
2 2

2

2 2

2 2

2

2 2
2 2

2

2 2

' '
( ' )

2 2 22
2

( ' )
2 2 2

' '

22 2

2 2

' '
( ' )

2 2 22

( ' )
2 2 2

1
(0,0) ( d ' e d '

2

d ' e d '

d ' e d ').

x yW LL
R x

L W LR R x

x yL W
R

L W
R

x yW LL
R xR

L W L
R x

p x y

x y

x y









+
−+ − +−

− − − − − +

+
−+

− − −

+
−+ − −+

− − − −

=

+

+

 

 

 

 

由于积分值与积分变量符号无关， 
2 2

2 2

2

2 2

2 2

2

2 2
2 2

2

2 2

( )
2 2 22

2
( )

2 2 2

22 2

2 2

( )
2 2 22

( )
2 2 2

1
(0,0) ( d e d

2

d e d

d e d ).









+
−+ − +−

− − − − − +

+
−+

− − −

+
−+ − −+

− − − −

=

+

+

 

 

 

x yW LL
R x

L W LR R x

x yL W
R

L W
R

x yW LL
R xR

L W L
R x

p x y

x y

x y

 

证毕。 

综合结论 1及以上定理，可得如下结论： 

结论 2：投弹命中概率最大的投弹方案为：东西方向 0,=t 南北方向 0,=s 即投弹落

点平面坐标为“看哪打哪”；定深引信引爆深度设定在潜艇
0 0 0 0

1 1

2 2
= − = +h h H h h H上 下与

之间，即潜艇上下表面之间。 
 

结论 3：投弹命中概率与潜艇航向无关。 

 

5.1.2 问题一模型求解 

针对所给参数值：潜艇长 100 m，宽 20 m，高 25 m，潜艇航向方位角为 90∘，

深弹杀伤半径为 20 m，潜艇中心位置的水平定位标准差 𝜎 = 120 m，潜艇中心位置的

深度定位值为 150 m，利用 Matlab 中 integral2 函数计算出模型的结果（程序见附

录），最大概率为 (0,0) 0.0837=p . 

 

5.2  问题二模型建立与求解 

5.2.1 投弹命中概率表达式的建立 

如果潜艇中心的深度方向有误差，由于深度方向的误差与平面两个水平方向的误差

相互独立，所以问题一中所求投弹命中概率最大的投弹方案中水平方向的方案仍然成立，

即东西方向仍为 0,=t 南北方向仍为 0=s 。记定深引信引爆深度设定为 d ，潜艇命中的

事件为 A ，潜艇被命中的概率为 ( ; )P A d ，当潜艇深度 =Z z 时潜艇被命中的概率

( | ; )=P A Z z d 。根据 d 与潜艇中心位置实际深度最小值 l 的相对位置分以下情形讨论（如

图 12 ），  
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图12 d 与实际深度最小值 l 相对位置图 

情形（1）：
1

2
+ + d R H l ； 

情形（2）：
1

2
+   + +d R l d R H ； 

情形（3）： −   +d R l d R ； 

情形（4）：
1

2
− −   −d R H l d R； 

情形（5）：
1

2
 − −l d R H . 

在各情形中可以求得 ( | ; )=P A Z z d 的表达式。 

以情形（5）为例进行具体说明。当
1

2
 − −l d R H 时，即

1

2
+ + l R H d 时，潜艇深

度 =Z z 位于不同的位置，被命中的方式不完全相同，与问题 1 的五种情况类似，将问

题 1 中的 0h 换为 z ，具体为 

①
1

2
  − −l z d R H ，潜艇只能在触发引信引爆时命中，即潜艇在水平中心位置落

入到长方形区域 21 （如图 13 ）时被命中，命中概率为 

 
21

1 1

2 2
1 1

2 2

( | ; ) ( , )d d d ( , )d
W L

W L
P A Z z d f x y x y y f x y x

 − −
= = =    (18) 

 

图13  ①区域 21  

②
1 1

2 2
− −   −d R H z d H  , 潜艇可能在触发引信引爆时命中，也可能被下侧方的

深弹爆炸命中，类似于问题 1，下表面平面与深弹杀伤范围截面为一半径为
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2 21
( )

2
= − − −r R d z H 的圆盘，此时潜艇在水平中心位置落入到区域 22 （如图 14 ）

时被命中，命中概率为 

 

22

2 2

2 2

2 2

2 2

1 11 1 1
( )

2 22 2 2
1 1 11 1

( )
2 2 22 2

1 11
( )

2 22
1 1 1

( )
2 2 2

( | ; ) ( , )d d

d ( , )d d ( , )d

d ( , )d ,

W r x LL L W r

L r L W rW r x L

W r x LL r

L W r x L

P A Z z d f x y x y

x f x y y x f x y y

x f x y y



+ − +− +

− − − − −− − − +

+ − −+

− − − −

= =

= +

+



   

 

 (19) 

其中 2 21
( )

2
= − − −r R d z H . 

 

图14 ②区域 22  

③
1 1

2 2
−   +d H z d H , 潜艇可能在触发引信引爆时命中，也可能被侧方的深弹爆

炸命中，此时潜艇在水平中心位置落入到区域 32 （如图 15 ）时被命中，命中概率为 

 

32

2 2

2 2

2 2

2 2

1 11 1 1
( )

2 22 2 2
1 1 11 1

( )
2 2 22 2

1 11
( )

2 22
1 1 1

( )
2 2 2

( | ; ) ( , )d d

d ( , )d d ( , )d

d ( , )d ,

W R x LL L W R

L R L W RW R x L

W R x LL R

L W R x L

P A Z z d f x y x y

x f x y y x f x y y

x f x y y



+ − +− +

− − − − −− − − +

+ − −+

− − − −

= =

= +

+



   

 

(20) 



 

17 

 
 

图15 ③区域 32  

④
1 1

2 2
+   + +d H z d H R ，潜艇的上表面平面与深弹杀伤范围截面为一半径为

2 21
( )

2
= − − +r R d z H 的圆盘，潜艇上表面只要与截面圆盘即被命中，此时潜艇水平中

心位置落入到区域 42 （如图 16 ）时被命中，命中概率为 

 

42

2 2

2 2

2 2

2 2

1 11 1 1
( )

2 22 2 2
1 1 11 1

( )
2 2 22 2

1 11
( )

2 22
1 1 1

( )
2 2 2

( | ; ) ( , )d d

d ( , )d d ( , )d

d ( , )d ,

W r x LL L W r

L r L W rW r x L

W r x LL r

L W r x L

P A Z z d f x y x y

x f x y y x f x y y

x f x y y



+ − +− +

− − − − −− − − +

+ − −+

− − − −

= =

= +

+



   

 

 (21) 

其中 2 21
( )

2
= − − +r R d z H . 

 

图16 ④区域 42  

⑤
1

2
+ + d H R z ，此时深弹爆炸无法波及到深度 z 任意位置处的潜艇，

( | ; ) 0.= =P A Z z d 。 
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综上，情形（5）：
1

2
 − −l d R H 即

1

2
+ + l R H d 时潜艇被命中的概率为 

0

0 0

0 0

, ,

1 1

2 2
1, , , ,

2

1

2
1 , , ,

2

( ; ) ( | ; ) ( )d

( | ; ) ( )d ( | ; ) ( )d

( | ; ) ( )d ( | ; )



 



+

− − −

− −

+

−

= =

= = + =

+ = + =



 



z

z z

z

h l
l

d R H d H

h l h l
l d R H

d H

h l h
d H

P A d P A Z z d f z z

P A Z z d f z z P A Z z d f z z

P A Z z d f z z P A Z z d f

①
②

③

1

2
1 ,

2

( )d ,

+ +

+ z

d R H

l
d H

z z

④

 

其中①中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(18)，②中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(19)，③中的 ( | ; )=P A Z z d

见式(20)，④中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(21)。  

类似的， 

情形（1）：
1

2
+ + d R H l 即

1

2
 − −d l R H 时，定深引信事先设定的引爆深度过浅，

潜艇被命中的概率 ( , ) 0=P A d . 

情形（2）：
1

2
+   + +d R l d R H 即

1

2
− −   −l R H d l R 时，潜艇被命中的概率为 

0

0

, ,

1

2
, ,

( ; ) ( | ; ) ( )d

( | ; ) ( )d ,





+

+ +

= =

= =





z

z

h l
l

d R H

h l
l

P A d P A Z z d f z z

P A Z z d f z z

④

 

其中④中的 ( | )=P A Z z 见式(21)。 

情形（3）： −   +d R l d R 即 −   +l R d l R时潜艇被命中的概率为 

0

0 0

, ,

1 1

2 2
1, , , ,

2

( ; ) ( | ; ) ( )d

( | ; ) ( )d ( | ; ) ( )d ,



 

+

+ + +

+

= =

= = + =



 

z

z z

h l
l

d H d R H

h l h l
l d H

P A d P A Z z d f z z

P A Z z d f z z P A Z z d f z z

③
④

 

其中③中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(20)，④中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(21)。 

情形（4）：
1

2
− −   −d R H l d R即

1

2
+   + +l R d l R H 时潜艇被命中的概率为 

0

0

0 0

, ,

1

2
, ,

1 1

2 2
1 1, , , ,

2 2

( ; ) ( | ; ) ( )d

( | ; ) ( )d

( | ; ) ( )d ( | ; ) ( )d ,





 

+

−

+ + +

− +

= =

= =

+ = + =





 

z

z

z z

h l
l

d H

h l
l

d H d R H

h l h l
d H d H

P A d P A Z z d f z z

P A Z z d f z z

P A Z z d f z z P A Z z d f z z

②

③ ④

 

其中②中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(19)，③中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(20)，④中的 ( | ; )=P A Z z d

见式(21)。 

综上，投弹命中的概率表达式为分为 5 段的分段函数： 
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0

0 0

1

2
, ,

1 1

2 2
1, , , ,

2

1
0,

2

1
( | ; ) ( )d ,

2

( | ; ) ( )d ( | ; ) ( )d

( | ; )

( ; )

z

z z

d R H

h l
l

d H d R H

h l h l
l d H

d l R H

P A Z z d f z z l R H d l R

P A Z z d f z z P A Z z d f z z l R d l R

P A Z z d

P A d



 

+ +

+ + +

+

 − −

= − −   −

= + = −   +

=

=



 

④

③
④

，

，

， ，

0 0

0

0

1 1

2 2
1, , , ,

2

1

2
1 , ,

2

1

2
, ,

( )d ( | ; ) ( )d

1
( | ; ) ( )d

2

( | ; ) ( )d

z z

z

z

d H d H

h l h l
l d H

d R H

h l
d H

d R H

h l
l

f z z P A Z z d f z z

P A Z z d f z z l R d l R H

P A Z z d f z z

 





− +

−

+ +

+

− −

+ =

+ = +   + +

= +

 





②
③

④

①

， ，

0

0 0

1

2
1 , ,

2

1 1

2 2
1 1, , , ,

2 2

( | ; ) ( )d

1
( | ; ) ( )d ( | ; ) ( )d ,

2

z

z z

d H

h l
d R H

d H d R H

h l h l
d H d H

P A Z z d f z z

P A Z z d f z z P A Z z d f z z l R H d



 

−

− −

+ + +

− +






















 =



+ = + = + + 






 

②

③ ④

，

  (22) 

 

其中①中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(18)，②中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(19)，③中的 ( | ; )=P A Z z d

见式(20)，④中的 ( | ; )=P A Z z d 见式(21)， ( , )f x y 见式(1)，  

 

2
0

2

0

( )

, ,
0

1 1 1
( ) * * .

21 ( )

z

z

z h

h l

z

z

f z e
l h




 



−
−

=
−

−

  

 

5.2.2 问题二模型求解 

由于 ( ; )P A d 表达式复杂，只能采用数值解法。针对所给参数值：潜艇中心位置的深

度定位值为 150 m，标准差 z = 40 m，潜艇中心位置实际深度的最小值为 120 m，潜

艇长 100 m，宽 20 m，高 25 m，潜艇航向方位角为 90∘，深弹杀伤半径为 20 m，潜

艇中心位置的水平定位标准差 𝜎 = 120 m，先在较大的可能范围[87.5,180]内以 1 为 d 的

步长计算 ( ; )P A d ，结果如图 17 所示，可以确定使得概率最大的 d 在 [156,160]之间

（Matlab 程序见附录 2）。更进一步，在[156,160]内将 d 按步长0.01计算 ( ; )P A d (见附录

2)，结果如图 18 ，得当定深引信引爆深度为 157.56m 时命中潜艇概率最大，最大概率

为 0.0586。 
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图17 [87.5,180]内 d 的步长为 1 时命中潜艇的概率与 d 的关系 

 

图18 [156,160]内 d 的步长为 0.01 时命中潜艇的概率与 d 的关系 

 

5.3  问题三模型建立与求解 

5.3.1 问题三求解思路 

单枚深弹命中的概率为 ( )P A ，每枚深弹相互独立，可视 ( )P A 与问题二情况相似，

即问题二的大部分关系可以直接在本问中沿用。本问探究多枚深弹命中至少一枚命中潜

艇的方案，使得命中概率最大。先研究 9 枚炸弹命中范围不重叠的情况，即

2 , 2a L R b W R +  + 的情形，由于水平测量误差 ( , )X Y 服从正态分布 2 2(0,0, , ,0)N   ，

有问题一可知投弹点水平位置离原点越远，命中概率越小，从而只需考虑

2 , 2a L R b W R= + = +  . 又根据问题二的结论，比较小的 d 命中概率较小，只需考虑

1

2
d l R H + + 的情形。炸弹编号如图 19 所示。此时 1 号炸弹命中潜艇的概率与问题 2

相同；2 号炸弹命中潜艇的概率记为 2 ( ; )P A d ： 
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图19 九枚炸弹命中范围相切的情形及炸弹编号 
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 (23) 

 

式(23)形式与式(22)相同，但是其中①的 
1 1

2 2
1 1

2 2

( | ; ) d ( , )d
b W a L

b W a L
P A Z z d y f x y x

+ +

− −
= =   ， 

②的 
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③的 
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其他炸弹可类似处理。命中潜艇的概率为 9 个概率总和。 

 

5.3.2 问题三模型分析及求解 

对于问题中的参数，当 2 , 2a L R b W R= + = + 时，由 matlab 程序（见附录 3）可以求

得当 157.50d = 时潜艇被命中的概率最大，潜艇被命中的最大概率为 0.3232. 对于其他

可能有多枚炸弹命中潜艇的情形有待进一步研究。 

 

六、 模型的优缺点 

 模型考虑范围全面，满足普遍性和适用性。 

 模型证明严谨，理论可靠性强。 

 模型建立基于潜艇瞬时静止假设，缺乏一定实际性 

 模型建立所利用专业数学知识，缺乏一定简易性 

七、 模型的推广 

在实际水下反潜方面，可以将本文中反潜深弹的参数替换成其他水下反潜武器(如

鱼雷等)的参数，进而提高水下军事导弹命中概率，对我国水下军事发展具有积极作用。 

本模型涉及到如何以最优方式部署资源以最大化特定结果的概率，不仅可用于军事

领域，还可以推广至医学研究、金融市场等。 
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附录 

附录 1 

第一问求解代码： 

sigma = 120; % 标准差，单位：米   

L = 100; % 潜艇长度，单位：米   

R = 20; % 杀伤半径，单位：米   

W = 20; % 潜艇宽度，单位：米   

   

% 定义被积函数   

f = @(x, y) exp(-(x.^2 + y.^2) / (2 * sigma^2));   

   

% 计算第一个积分项（左侧部分）   

I1 = integral2(f, -R-L/2, -L/2, @(x)-W/2-sqrt(R^2 - (x + L/2).^2), 

@(x)W/2+sqrt(R^2 - (x + L/2).^2));   

   

% 计算第二个积分项（中间部分）   

I2 = integral2(f, -L/2, L/2, -W/2-R, W/2+R);   

   

% 计算第三个积分项（右侧部分）   

I3 = integral2(f, L/2, R+L/2, @(x)-W/2-sqrt(R^2 - (x - L/2).^2), 

@(x)W/2+sqrt(R^2 - (x - L/2).^2));   

   

% 计算总积分   

p00 = (1 / (2 * pi * sigma^2)) * (I1 + I2 + I3);   

   

% 显示结果   

disp(['The probability p(0,0) is: ', num2str(p00)]); 

 

 

 

 

附录 2.1 

function [d,I]=x2 

sigma = 120; % 标准差 

L = 100; % 潜艇长度 

R = 20; % 杀伤半径 

W = 20; % 潜艇宽度 

H = 25; % 高度 

sigma_z = 40; % Z的标准差 
ll = 120; 
h0 = 150; 
 
f = @(x, y) (1 / (2 * pi * sigma^2)) * exp(-(x.^2 + y.^2) / (2 * sigma^2));   
Phi = @(x) normcdf(x, 0, 1); 
dm=1/(1 - Phi((ll - h0) / sigma_z)); 

% 定义函数 g(z) 



 

 

25 

g_z = @(z) (1/sigma_z)*dm * (1 / sqrt(2 * pi) ) * exp(-((z - h0).^2) / (2 * 
sigma_z^2)); 
%test=integral(@(z) g_z(z),120,200); 
fun = @(x,y,z) f(x,y).*g_z(z); 
 
d = 152.5:1:180;  
 
I1 = arrayfun(@(d) integral3(@(x, y, z) f(x, y) .* g_z(z), -L/2, L/2, -W/2, 
W/2, ll, d-R-H/2), d); 
I2=[]; 
I3=[]; 
I4=[]; 
I5=arrayfun(@(d) integral(@(z) g_z(z), d-H/2,d+H/2), d); 
I5=0.083734*I5; 
I6=[]; 
I7=[]; 
I8=[]; 
 
for i=1:length(d) 
    dx=0.5; 
    dy=0.5; 
    dz=0.5; 

    %%%以下计算 I2 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu          
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I2=[I2 sum]; 
     

    %%%以下计算 I3 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = -0.5*L; 
    xmax = 0.5*L; 
    ymin = @(z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymax = @(z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
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    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(z); 
        yu=ymax(z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I3=[I3 sum]; 
 
 

    %%%以下计算 I4 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I4=[I4 sum]; 
 

    %%%以下计算 I6 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
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    end 
   end 
    I6=[I6 sum]; 
 

    %%%以下计算 I7 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2; 
    xmax = @(z) L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I7=[I7 sum]; 
 

        %%%以下计算 I8 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+R; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I8=[I8 sum]; 
end 
I=I1+I2+I3+I4+I5+I6+I7+I8; 
[peak,i]=max(I); 

peak_d=d(i); 
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附录 2.2 

function [d,I]=x3 

sigma = 120; % 标准差 

L = 100; % 潜艇长度 

R = 20; % 杀伤半径 

W = 20; % 潜艇宽度 

H = 25; % 高度 

sigma_z = 40; % Z的标准差 
ll = 120; 
h0 = 150; 
 
f = @(x, y) (1 / (2 * pi * sigma^2)) * exp(-(x.^2 + y.^2) / (2 * sigma^2));   
Phi = @(x) normcdf(x, 0, 1); 
dm=1/(1 - Phi((ll - h0) / sigma_z)); 

% 定义函数 g(z) 
g_z = @(z) (1/sigma_z)*dm * (1 / sqrt(2 * pi) ) * exp(-((z - h0).^2) / (2 * 
sigma_z^2)); 
%test=integral(@(z) g_z(z),120,200); 
fun = @(x,y,z) f(x,y).*g_z(z); 
 
d = 140:1:152.5;  
 
%I1 = arrayfun(@(d) integral3(@(x, y, z) f(x, y) .* g_z(z), -L/2, L/2, -W/2, 
W/2, ll, d-R-H/2), d); 
I2=[]; 
I3=[]; 
I4=[]; 
I5=arrayfun(@(d) integral(@(z) g_z(z), d-H/2,d+H/2), d); 
I5=0.083734*I5; 
I6=[]; 
I7=[]; 
I8=[]; 
 
for i=1:length(d) 
    dx=0.5; 
    dy=0.5; 
    dz=0.5; 

    %%%以下计算 I2 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = ll; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu          
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
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    end 
   end 
    I2=[I2 sum]; 
     

    %%%以下计算 I3 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = ll; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = -0.5*L; 
    xmax = 0.5*L; 
    ymin = @(z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymax = @(z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(z); 
        yu=ymax(z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I3=[I3 sum]; 
 
 

    %%%以下计算 I4 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = ll; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I4=[I4 sum]; 
 

    %%%以下计算 I6 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 
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    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I6=[I6 sum]; 
 

    %%%以下计算 I7 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2; 
    xmax = @(z) L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I7=[I7 sum]; 
 

        %%%以下计算 I8 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+R; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
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    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I8=[I8 sum]; 
end 
I=I2+I3+I4+I5+I6+I7+I8; 
[peak,i]=max(I); 
peak_d=d(i); 

 

 

 

附录 2.3 

function [d,I]=x4 

sigma = 120; % 标准差 

L = 100; % 潜艇长度 

R = 20; % 杀伤半径 

W = 20; % 潜艇宽度 

H = 25; % 高度 

sigma_z = 40; % Z的标准差 
ll = 120; 
h0 = 150; 
 
f = @(x, y) (1 / (2 * pi * sigma^2)) * exp(-(x.^2 + y.^2) / (2 * sigma^2));   
Phi = @(x) normcdf(x, 0, 1); 
dm=1/(1 - Phi((ll - h0) / sigma_z)); 

% 定义函数 g(z) 
g_z = @(z) (1/sigma_z)*dm * (1 / sqrt(2 * pi) ) * exp(-((z - h0).^2) / (2 * 
sigma_z^2)); 
%test=integral(@(z) g_z(z),120,200); 
fun = @(x,y,z) f(x,y).*g_z(z); 
 
d = 100:1:140;  
 
%I1 = arrayfun(@(d) integral3(@(x, y, z) f(x, y) .* g_z(z), -L/2, L/2, -W/2, 
W/2, ll, d-R-H/2), d); 
%I2=[]; 
%I3=[]; 
%I4=[]; 
I5=arrayfun(@(d) integral(@(z) g_z(z), ll,d+H/2), d); 
I5=0.083734*I5; 
I6=[]; 
I7=[]; 
I8=[]; 
 
for i=1:length(d) 
    dx=0.5; 
    dy=0.5; 
    dz=0.5; 
     

    %%%以下计算 I6 
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    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I6=[I6 sum]; 
 

    %%%以下计算 I7 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2; 
    xmax = @(z) L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I7=[I7 sum]; 
 

        %%%以下计算 I8 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+R; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
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    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I8=[I8 sum]; 
end 
I=I5+I6+I7+I8; 
[peak,i]=max(I); 

peak_d=d(i); 

 

 

附录 2.4 

function [d,I]=x5 

sigma = 120; % 标准差 

L = 100; % 潜艇长度 

R = 20; % 杀伤半径 

W = 20; % 潜艇宽度 

H = 25; % 高度 

sigma_z = 40; % Z的标准差 
ll = 120; 
h0 = 150; 
 
f = @(x, y) (1 / (2 * pi * sigma^2)) * exp(-(x.^2 + y.^2) / (2 * sigma^2));   
Phi = @(x) normcdf(x, 0, 1); 
dm=1/(1 - Phi((ll - h0) / sigma_z)); 

% 定义函数 g(z) 
g_z = @(z) (1/sigma_z)*dm * (1 / sqrt(2 * pi) ) * exp(-((z - h0).^2) / (2 * 
sigma_z^2)); 
%test=integral(@(z) g_z(z),120,200); 
fun = @(x,y,z) f(x,y).*g_z(z); 
 
d = 87.5:1:100;  
 
%I1 = arrayfun(@(d) integral3(@(x, y, z) f(x, y) .* g_z(z), -L/2, L/2, -W/2, 
W/2, ll, d-R-H/2), d); 
%I2=[]; 
%I3=[]; 
%I4=[]; 
% I5=arrayfun(@(d) integral(@(z) g_z(z), ll,d+H/2), d); 
% I5=0.083734*I5; 
I6=[]; 
I7=[]; 
I8=[]; 
 
for i=1:length(d) 
    dx=0.5; 
    dy=0.5; 
    dz=0.5; 
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    %%%以下计算 I6 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = ll; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I6=[I6 sum]; 
 

    %%%以下计算 I7 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = ll; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2; 
    xmax = @(z) L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I7=[I7 sum]; 
 

        %%%以下计算 I8 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = ll; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+R; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
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   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I8=[I8 sum]; 
end 
I=I6+I7+I8; 
[peak,i]=max(I); 

peak_d=d(i); 

 

 

 

附录 2.5 

function [d,I,peak,peak_d]=x6 

sigma = 120; % 标准差 

L = 100; % 潜艇长度 

R = 20; % 杀伤半径 

W = 20; % 潜艇宽度 

H = 25; % 高度 

sigma_z = 40; % Z的标准差 
ll = 120; 
h0 = 150; 
 
f = @(x, y) (1 / (2 * pi * sigma^2)) * exp(-(x.^2 + y.^2) / (2 * sigma^2));   
Phi = @(x) normcdf(x, 0, 1); 
dm=1/(1 - Phi((ll - h0) / sigma_z)); 

% 定义函数 g(z) 
g_z = @(z) (1/sigma_z)*dm * (1 / sqrt(2 * pi) ) * exp(-((z - h0).^2) / (2 * 
sigma_z^2)); 
%test=integral(@(z) g_z(z),120,200); 
fun = @(x,y,z) f(x,y).*g_z(z); 
 
d = 156:0.01:160;  
 
I1 = arrayfun(@(d) integral3(@(x, y, z) f(x, y) .* g_z(z), -L/2, L/2, -W/2, 
W/2, ll, d-R-H/2), d); 
I2=[]; 
I3=[]; 
I4=[]; 
I5=arrayfun(@(d) integral(@(z) g_z(z), d-H/2,d+H/2), d); 
I5=0.083734*I5; 
I6=[]; 
I7=[]; 
I8=[]; 
 
for i=1:length(d) 
    dx=0.5; 
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    dy=0.5; 
    dz=0.5; 

    %%%以下计算 I2 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu          
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I2=[I2 sum]; 
     

    %%%以下计算 I3 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = -0.5*L; 
    xmax = 0.5*L; 
    ymin = @(z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymax = @(z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(z); 
        yu=ymax(z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I3=[I3 sum]; 
 
 

    %%%以下计算 I4 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 



 

 

37 

    xmax = @(z) L/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I4=[I4 sum]; 
 

    %%%以下计算 I6 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I6=[I6 sum]; 
 

    %%%以下计算 I7 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2; 
    xmax = @(z) L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
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        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I7=[I7 sum]; 
 

        %%%以下计算 I8 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+R; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I8=[I8 sum]; 
end 
I=I1+I2+I3+I4+I5+I6+I7+I8; 
[peak,i]=max(I); 

peak_d=d(i); 

 

 

 

附录 3 

第三问求解代码： 

function [d,I,peak,peak_d]=x7 

sigma = 120; % 标准差 

L = 100; % 潜艇长度 

R = 20; % 杀伤半径 

W = 20; % 潜艇宽度 

H = 25; % 高度 

sigma_z = 40; % Z的标准差 
ll = 120; 
h0 = 150; 
 
a=L+2*R; 
b=W+2*R; 
 
f = @(x, y) (1 / (2 * pi * sigma^2)) * exp(-(x.^2 + y.^2) / (2 * sigma^2));   
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Phi = @(x) normcdf(x, 0, 1); 
dm=1/(1 - Phi((ll - h0) / sigma_z)); 

% 定义函数 g(z) 
g_z = @(z) (1/sigma_z)*dm * (1 / sqrt(2 * pi) ) * exp(-((z - h0).^2) / (2 * 
sigma_z^2)); 
%test=integral(@(z) g_z(z),120,200); 
fun = @(x,y,z) f(x,y).*g_z(z); 
 
d = 152.5:1:165;  
 
I11 = arrayfun(@(d) integral3(@(x, y, z) f(x, y) .* g_z(z), -L/2, L/2, -W/2, 
W/2, ll, d-R-H/2), d); 
I12= arrayfun(@(d) integral3(@(x, y, z) f(x, y) .* g_z(z), a-L/2, a+L/2, b-W/2, 
b+W/2, ll, d-R-H/2), d); 
I13= arrayfun(@(d) integral3(@(x, y, z) f(x, y) .* g_z(z), -L/2, +L/2, b-W/2, 
b+W/2, ll, d-R-H/2), d); 
I14= arrayfun(@(d) integral3(@(x, y, z) f(x, y) .* g_z(z), a-L/2, a+L/2, -W/2, 
+W/2, ll, d-R-H/2), d); 
I1=I11+I12+I13+I14; 
 
I21=[]; 
I22=[]; 
I23=[]; 
I24=[]; 
I31=[]; 
I32=[]; 
I33=[]; 
I34=[]; 
I41=[]; 
I42=[]; 
I43=[]; 
I44=[]; 
 
I511=[]; 
I512=[]; 
I513=[]; 
I514=[]; 
I521=[]; 
I522=[]; 
I523=[]; 
I524=[]; 
I531=[]; 
I532=[]; 
I533=[]; 
I534=[]; 
 
I61=[]; 
I62=[]; 
I63=[]; 
I64=[]; 
I71=[]; 
I72=[]; 
I73=[]; 
I74=[]; 
I81=[]; 
I82=[]; 
I83=[]; 
I84=[]; 
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for i=1:length(d) 
    dx=1; 
    dy=1; 
    dz=1; 

    %%%以下计算 I21 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu          
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I21=[I21 sum]; 
 

     %%%以下计算 I22 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a-L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    xmax = @(z) a-L/2; 
    ymin = @(x,z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu          
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I22=[I22 sum]; 
     
 

 %%%以下计算 I23 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
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    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu          
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I23=[I23 sum]; 
     
 

     %%%以下计算 I24 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a-L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    xmax = @(z) a-L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) +W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu          
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I24=[I24 sum]; 
     
 

    %%%以下计算 I31 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = -0.5*L; 
    xmax = 0.5*L; 
    ymin = @(z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymax = @(z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(z); 
        yu=ymax(z); 
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        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I31=[I31 sum]; 
 

        %%%以下计算 I32 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin =a -0.5*L; 
    xmax = a+0.5*L; 
    ymin = @(z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymax = @(z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(z); 
        yu=ymax(z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I32=[I32 sum]; 
 

   %%%以下计算 I33 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = -0.5*L; 
    xmax = 0.5*L; 
    ymin = @(z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymax = @(z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(z); 
        yu=ymax(z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I33=[I33 sum]; 

   %%%以下计算 I34 
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    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin =a -0.5*L; 
    xmax = a+0.5*L; 
    ymin = @(z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymax = @(z) +W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(z); 
        yu=ymax(z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I34=[I34 sum]; 

    %%%以下计算 I41 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I41=[I41 sum]; 

    %%%以下计算 I42 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a+L/2; 
    xmax = @(z) a+L/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymin = @(x,z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
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  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I42=[I42 sum]; 
 

        %%%以下计算 I43 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymin = @(x,z) b -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+ W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I43=[I43 sum]; 

        %%%以下计算 I44 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - R - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) - 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a+L/2; 
    xmax = @(z) a+L/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2); 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z - H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
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         end 
    end 
   end 
    I44=[I44 sum]; 
 

    %%%以下计算 I511 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin =  -L/2-R; 
    xmax =  -L/2; 
    ymin = @(x) -W/2-sqrt(R^2 -(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x) W/2+sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x); 
        yu=ymax(x); 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I511=[I511 sum]; 
 

    %%%以下计算 I512 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin = a -L/2-R; 
    xmax =  a-L/2; 
    ymin = @(x) b-W/2-sqrt(R^2 -(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x) b+W/2+sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x); 
        yu=ymax(x); 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I512=[I512 sum];   

     %%%以下计算 I513 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
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    xmin =  -L/2-R; 
    xmax =  -L/2; 
    ymin = @(x) b-W/2-sqrt(R^2 -(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x) b+W/2+sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x); 
        yu=ymax(x); 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I513=[I513 sum]; 
 

     %%%以下计算 I514 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin = a -L/2-R; 
    xmax =  a-L/2; 
    ymin = @(x) -W/2-sqrt(R^2 -(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x) W/2+sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x); 
        yu=ymax(x); 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I514=[I514 sum]; 
 

%%%以下计算 I521 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin =  -L/2; 
    xmax =  L/2; 
    ymin = -W/2-R; 
    ymax =  W/2+R; 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin; 
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        yu=ymax; 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I521=[I521 sum]; 

%%%以下计算 I522 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin =  a-L/2; 
    xmax =  a+L/2; 
    ymin = b-W/2-R; 
    ymax =  b+W/2+R; 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin; 
        yu=ymax; 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I522=[I522 sum]; 
 

    %%%以下计算 I523 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin =  -L/2; 
    xmax =  L/2; 
    ymin = b-W/2-R; 
    ymax =  b+W/2+R; 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin; 
        yu=ymax; 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I523=[I523 sum]; 

    %%%以下计算 I5224 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
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    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin =  a-L/2; 
    xmax =  a+L/2; 
    ymin = -W/2-R; 
    ymax =  W/2+R; 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin; 
        yu=ymax; 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I524=[I524 sum]; 

    %%%以下计算 I531 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin =  L/2; 
    xmax =  L/2+R; 
    ymin = @(x) -W/2-sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    ymax = @(x) W/2+sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x); 
        yu=ymax(x); 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I531=[I531 sum]; 
 

     %%%以下计算 I532 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin =  a+L/2; 
    xmax =  a+L/2+R; 
    ymin = @(x) b-W/2-sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    ymax = @(x) b+W/2+sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
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        yl=ymin(x); 
        yu=ymax(x); 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I532=[I532 sum]; 
 

         %%%以下计算 I533 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin =  L/2; 
    xmax =  L/2+R; 
    ymin = @(x) b-W/2-sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    ymax = @(x) b+W/2+sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x); 
        yu=ymax(x); 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I533=[I533 sum]; 
 

         %%%以下计算 I534 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) - 0.5 * H; 
    zmax = d(i) + 0.5 * H; 
    xmin =  a+L/2; 
    xmax =  a+L/2+R; 
    ymin = @(x) -W/2-sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    ymax = @(x) W/2+sqrt(R^2 - (x-L/2).^2); 
    sum= 0; 
  for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin; 
    xu=xmax; 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x); 
        yu=ymax(x); 
        for y =yl:dy:yu             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I534=[I534 sum]; 

    %%%以下计算 I61 

    % 初始化黎曼和 



 

 

50 

    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I61=[I61 sum]; 
 

    %%%以下计算 I62 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a-L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    xmax = @(z) a-L/2; 
    ymin = @(x,z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I62=[I62 sum]; 
 

    %%%以下计算 I63 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    xmax = @(z) -L/2; 
    ymin = @(x,z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
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    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I63=[I63 sum]; 

        %%%以下计算 I64 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a-L/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    xmax = @(z) a-L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x+L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I64=[I64 sum]; 
 

    %%%以下计算 I71 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2; 
    xmax = @(z) L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I71=[I71 sum]; 
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    %%%以下计算 I72 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a-L/2; 
    xmax = @(z) a+L/2; 
    ymin = @(x,z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I72=[I72 sum]; 

        %%%以下计算 I73 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) -L/2; 
    xmax = @(z) L/2; 
    ymin = @(x,z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I73=[I73 sum]; 

        %%%以下计算 I74 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a-L/2; 
    xmax = @(z) a+L/2; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
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    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I74=[I74 sum]; 
 

        %%%以下计算 I81 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+R; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I81=[I81 sum]; 

          %%%以下计算 I82 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a+L/2; 
    xmax = @(z) a+L/2+R; 
    ymin = @(x,z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I82=[I82 sum]; 
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          %%%以下计算 I83 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) L/2; 
    xmax = @(z) L/2+R; 
    ymin = @(x,z) b-W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) b+W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I83=[I83 sum]; 

          %%%以下计算 I84 

    % 初始化黎曼和 
    sum=0; 

    % 计算黎曼和 
    zmin = d(i) + 0.5 * H; 
    zmax = d(i) +R+ 0.5 * H; 
    xmin = @(z) a+L/2; 
    xmax = @(z) a+L/2+R; 
    ymin = @(x,z) -W/2-sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
    ymax = @(x,z) W/2+sqrt(R^2 - (d(i) - z + H/2).^2-(x-L/2).^2); 
   for z = zmin:dz:zmax 
    xl=xmin(z); 
    xu=xmax(z); 
    for x =xl:dx:xu 
        yl=ymin(x,z); 
        yu=ymax(x,z); 
        for y =yl:dy:yu 
             
            sum = sum + fun(x,y,z) * dx * dy * dz; 
         end 
    end 
   end 
    I84=[I84 sum]; 
end 
I=I11+4*I12+2*I13+2*I14+I21+4*I22+2*I23+2*I24+I31+4*I32+2*I33+2*I34+I41+4*I42+2*
I43+2*I44+I511+4*I512+2*I513+2*I514+I521+4*I522+2*I523+2*I524+I531+4*I532+2*I533
+2*I534+I61+4*I62+2*I63+2*I64+I71+4*I72+2*I73+2*I74+I81+4*I82+2*I83+2*I84; 
[peak,i]=max(I); 
peak_d=d(i); 
 

 

I2 = integral2(f, -L/2, L/2, -W/2-R, W/2+R);   

   
% 计算第三个积分项（右侧部分）   
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I3 = integral2(f, L/2, R+L/2, @(x)-W/2-sqrt(R^2 - (x - L/2).^2), 

@(x)W/2+sqrt(R^2 - (x - L/2).^2));   

   

% 计算总积分   

p00 = (1 / (2 * pi * sigma^2)) * (I1 + I2 + I3);   

   

% 显示结果   

disp(['The probability p(0,0) is: ', num2str(p00)]); 

 

 

 


